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1. まえがき

マルチプロセッサ方式の並列処理システムは科学技術

計算用超大型計算機(スーパーコンピュータ)， Prolog 

等の論理型言語を処理する高速推論マシン，あるいは低

価格高性能のロボットコントローラの開発等を始め，幅

広い分野でその導入が凶られている.このようなマルチ

プロセッサシステムをJìj\，、て処理の高速化を図る場合に

は，処理時聞を最小とするために処理すべきタスク(プ

ログラムの小部分)集合をプロセッサにどのように割り

当て，どのような順序で実行すべきかを決定する問題の

求解が非常に重要となる.この問題は実行終了時間(ス

ケジュール長)段小マルチプロセッサ・スケジューリン

グ問題 [IJ として知られ，長年にわたって活発な研究が

行なわれてきたにもかかわらず効率のよいアルゴリスム

が開発されていないきわめてむずかしし、(intractable) 

最適化問題である.特に，実際の並列処理で要求される

スケジューリンク問題が， (強 )NP 凶難 [2J [3 J である

ことが知られてからは，最巡!化アノL コリズムの作成と同

時にスケジューリング翌日論の実システムへの応用すらほ

とんど諦められていた.これに対し，最近，分校限定法

を応用した実用的な [3J 段適化スケジューリング・アル

ゴリズム [5J が開発され，そのアルコリズムを用い笑マ

ルチプロセ・ノサ・システム上で効率良い並列処理が実現

できる [6J[7J[8J ことが示されてからは，再ひマノレチプ

ロセッサ・スケジューリング問題が注目を集めている.

本稿では，この実用的な最適マルチプロセッサ・スケジ

ューリング・アルコリズムで，どのように分校限定法を

応用しているかについて，簡単に解説を行なう.
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2. 実行終了時間最小マルチプロセッ

サ・スケジューリング問題

本稿で扱うマノレ十プロセッサ・スケシューリング問題

は，能力の等しいm台のプロセッサで n{闘の処理時間

の異なるタスク [IJ[9Jから成るタスク集合1'={1't，・

1'，J を処理主Ijり込みがないと L 、う条件下で並列処理をす

るさい，その実行時間(スケジューノレ長)を最小にする

ようなスケジューんを求める問題である.この時，タス

ク集合Tは図 1 のようなタスクグラフと呼ばれる有限無

サイクノレ有向グラフで記述されるものとする [IJ[5]. 凶

l 中のノ ドは 1 つのタスクを表わし，ノード内の数字

はタスク番号 i を，またノード横の数字は各タスクの処

理時間 ti unit time (以下 [u. tJ) を，ノート Ni から NJ
へのアークは Ti が 1'j ~こ先行する(1'るが実行終了する

まで Tj は実行開始できなし、)という半順序 (partially 

order) 制約を表わしている. ただしここでノード 0 と

ノード 9 は入口と出口を表わすため便宜上導入されたダ

ミーノードである.このスケジューリング問題は実際の

マルチプロセッサ・システム上で並列処理を行なうさい

に求解が要ぶされる問題の l つであり，強NP困難な問

題である [3].

3. 分枝限定法の適用

分校限定法は，本スケシューリング問題のような(強)

NP困難な問題に対して精度の保証された最適解あるい

は近似解を得るための強力な武器となる.しかしこの

ような問題に対しては，長小下限値探会 (LLB )， ヒュ

ーリスティック探索 (H) 等のようにアクティフ・ノー

ド [4J (部分問題)数が問題の規模とともに指数関数のオ

ーダで増加してしまう探索法は使用できない.そこで，

ここでは DF/IHS (Depth First/lmp1icit Heuristic 
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Search) と呼ぶ一種のヒューリスティックを用いた深さ

優先探索法の適用について述べる. DF/IHS ，~、従来の

一般的な DF/IHS とは異なり深さ最大のアクティブ・

ノードすべてに対してヒューリスティック値をr算し最

小のものを選ぶというようなヒューリスティーノ 3 ・アル

コリズムの用い方をしないところに特徴がある. DF/ 

IHS は，探索中に生成されたノード(ある割当時点で，

どのタスクをプロセッサに割り当てるかという 3 スクの

組合せを示す)に対して，探索開始前に CP/MISF(Cri

tical Path/Most Immediate Successors First) 法と

呼ぶマルチプロセッサ・スケジューリンク用のヒューリ

スティック・アルゴリズムの概念を利用して優先順位を

つけることにより，次分校ノードセレクション時にはヒ

ューリスティック値の計算をまったく行なわずに適切な

選択を行なうことができる探索法である.これにより

DF/IHS 法では，領域複雑度および探索時間を顕著に

低減することを可能としている. DF/IHS はヒューリ

スティックを用い探索木中のノードに優先順位を与える

ための前処理(リナンパリング)部分と DF/FIFO 形

状の深さ優先探索(パックトラック)部分の 2 つから構

成されており以下にそれらについて簡単に述べる.

3.1 前処理(タスク・リナンバリング)

前処理部では，各タスクのレベル li

li=max I; tj 
k jeπk 

"'k :出口ノードからノード z へ至る h 番目のパス

を計算し，その後九が大きいか，またはんが与しい場

合には直接の後続タスク数が多い11民に各タスクのプライ

1988 年 1 月号

オリティ・リストを作成し (CP/MISF 法はこのプラ

イオリティ・リストにしたがL 、実行可能なタスグをプ

ロセッサに割り当てるアルゴリズムである)，それと

同順に全タスクのタスク番号をつけ換える.この前処

理部分の時間複雑度は O(n2 ) である.

3.2 深さ優先探索部

次に DF/IHS の後半部分である深さ優先探索部に

ついて述べる.分校限定法とは，全体問題を複数の部

分問題に分解し(分校規則)，その部分問題をある規則

(セレクション規則)にしたがって選択し，その部分問

題の解が現在までに見つかっている解(上限値)より

も li1: \，、解を生成する可能性があるかを調べ(下限関数

値と上限値を用いノード除去規則により調べる)，あ

ればさらに分解するとし、う操作を最適解が見つかるま

で繰り返すと L 、う方法である.以下では， DF/IHS 

における以上の規則を説明する.

3.2.1 分枝規貝IJBp

DF/IHS における本問題の部分問題への分解法につ

いて述べる.以下では，理解を容易にするために，凶 1

の 8 個のタスクを 2 台のプロセッサヒにスケジューノしす

る際の分校図(図 2 )を例に取り上げながら議論を進め

る.ただし凶 21ドの各ノードは，ある割当時点において

どのタスクがプロセッサに割り当てられるかというタス

クの l つの組合せ(図中円内上部の数字で示し 1 ， 2 は

タスク 1 ，タスク 2 がプロセッサに割り当てられること

を示す)を表わしている.またここで剖り当てH、h点とは，

l つあるいは複数のプロセッサがそれまでに割り当てら

れていたタスクの実行を終了し，次のタスクの実行が可

能となる時点を表わしている.また各ノードの左横に書

かれている t は，そのノードの次のノードが生成される

時刻，すなわちそのノードで割り当てられたタスクのう

ちつ以上のタスクが終了する最も早い時刻を表わし

ており，その時iこ使用可能になるプロセッサ数を間四，

また実行可能なタスク(レディタスク)を CP/MISF の

プライオリティの高い順(すなわちリナンパリング後の

タスク番号の小さいI1民)に並べ，その後アイトルタスク

を並べたものをレディタスク・テープノレ R として示して

いる. ここでアイドノレタスク(図中のゆ)とは，最適解

を得るために導入された，プロセッサを強制的にアイト

ノ~ (停止状態)にする仮想的なタスクである.

3.2.2 セレクション規則 S

セレクション規則 s ，土現在のアクティブ・ノードの集

合の中から次の分校ノードを選ぶために使用されるもの
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図 2 凶 1 ìこ対する分校|当

であり， DF/IHS では DF/FIFO とし、う領域複雑度を

非常に低く抑えることができるセレクション形態をとり

ながら DF/H と同様またはそれ以との計算効率をあげ

る DF/IHR (DF/IH Rule) を用いている. DF/IHS 

はセレクション過程のみを見るとヒューリスティック値

をまったく考慮せずに深さ最大のアクティブ・ノードを

単に左から右へ選択を行なっているように見えるが，実

は前処理におけるタスク・リナンハリングによりヒュー

リスティック的な意味が事前に与えられているため結果

として DF/H と同様な効果を導くとしづ方法である.

このセレクションは前述のレディタスク・テーフノ~R と

ノード・セレクション・ポインタ SPを用いて行なわれ

る. S P は各分校ノードにおけるアクティブ子ノードの

生成，およびその選択をねなうためにm~ 、られるポイン

タであり， S P の値[2 ， 4Jは R上で左倶師、ら 2 番目と 4 番

目に並んでいるタスクを選ぶということを示している.

この R と SP を用いるとノード・セレクションはアクテ

ィブ・ノードの中で深さ最大のノードの集合から SP の

値が辞書式順序で最も小さいノートを選ぶだけで簡単に

16 

行なえ，その S P{I直の変更(すなわちセレクション)に

突する計算量は O(m)である.また図 2 では，限定操作

は行なわない場合の探索順序をく 〉中に示している.

この辞書式11頂序の選択により，通常の DF/H と同様な

探索順序を実現できると同時に，初期解として現在最良

のヒューリスティック解である CP/MISF の解が得ら

れる. さらにこのR と SP の使用により DF/IHS の領

域複雑度は O(n2 +mn) に事IJえることができる.

3.2.3 下限関数 L

分伎限定i去においては校の限定(除去)j栄作のために，

精度が尚く計算量;の小さい F限関数の利用が重要であ

る. DF/IHS では， タ λ '7 IHJに先行制約がないときの

処理時間とプロセッサが非常に多いときの処理l時間を利

j目した 2 種の単純な下|浪と Fernandez こより拡張され

た Hu の下|浪[12Jを変形して使Jljしている.しかしこ二

で， Fernandez の下限はH寺間復雑皮が O(t cγ(πα)) の擬

多項式時間アノレゴリズムとなってしまうので，計算回数

を減じるために，限定操作においては計算量の小さい単

純な下限を用いて限定できない場合にだけ Fernadez の

オベレーションズ・リサーチ
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表 1 DF/IHS の性能

Number Averageε=0 O<ôSO.田 j 仏 05<ôSO.l O.I<� 

。f tasks number N一一一一 INu~b~;--1 --一雨一面長寸一 !ヨー一一丁→一-------- : t(s) I -------- I t(8) I I t(8)! ---- 1 t(s) 
n (average) of arcs of cases !. ¥ 0 I i of ca附 11of cam|i  of caml 

一一(17)¥ ム 155 ム o 一戸 O--I~-li-O--r-=-
7二4LE-一一771-25(Ii「 Ll67「了 0.1 0 1-

7斗日記γ17-11i 日訂 -j-1日l 3 1 01l o l-
一一--l-~--i--25 つ川 i-171-i|可 o 二

ゐ一下瓦寸 59 可-1i-il---7「-J寸二
一 200 十 一ィ 36 つ町 21 つ.1 一一一子一一「ム --0--1三一

i -- 226\\49\25 入 o 卜\

rate(%)¥75.3  I¥J 16.3 1¥¥8.3¥¥1  0 1"¥ 
Note: t represents average computing time by DF/IHS on HITAC M280H SY8tem. 

ド限をm~ 、てテストしている.

3.2.4 上限値 U

上限値 U は通常最適解より大きい任意の値とするか

u=∞とする.このUの値は探索中にU より小さい値が

得られればその値に更新され，その値をUと表わす.u

の値が最適解に近いほど，またUが探索の早い時期に最

適解に近い値をとればとるほど，探索に要する時間が小

さくなることが知られている.その点でも，本 DF/IHS

は探索の最初に最適解またはそれにきわめて近い解が得

られる可能性が高い CP/MISF 解が得られるため，計

算時間の面から見ても優れたアルコリズムであ毛ことが

わかる.

3.2.5 除去(限定)規則E

除去(限定)規則Eは，新しく生成された，あるいは

現在すでにアクティフであるノードをL ， Uを佼f用して

限定するための規則であり， DF/IHS ではヂェックさ

れるノードが表わす部分問題引において ， L(πα ミU が

成り立てば，そのノードは除去される.

3.2.6 許容近似精度 e

DF/IHS では，暫定解 Cを最適解 tOPI との柱i対誤差

ε (O~五ε孟 1) 以下に厳密に抑えることが可能である.

(U -top ，) /topt壬 ε。

具体的には任意の ε が与えられた場合， U の更新時に

新しい上限値 Û， を札=θ/(1 +ε) とし，。ε より小さい

解が見つかるまで探索を続ける.もしそのような解が見

つからずに探索が終了すれば，現在の暫定解Uの相対誤

差が許容近似精度 ε 以下であることが確認されるわけで

1988 年 1 月号

ある. ô=O の時は当然、最適解が得られるが， もし ε=0

として，許容計算時間内で終了しない場合には， ε を

0.05-0.1 とすれば計算時間が顕著に改善されることが

わかっている.

4. 性能評価

本章では DF/IHS の性能について述べる.ここで、は，

タスク数ラ-200の 300 ケースに対して適用し，評価を行

なった.各テスト問題はタスクグラフ形状をランダムと

する，縦長・横長にする，類似したノミターンを縦横に繰

り返す，プロセッサ数mを2-10 の関で変える ， ti を 1-3

[u.t] , 1-9[u.t]のような範囲でランダムに発生させる

等というように考えられうる種々の場合を考慮にいれて

作成しているほか，ヒューリスティックが最悪の性能を

示すような場合についてもチェックを行なっている.こ

れらの検討結果を表 1 に示す.表 1 における検討は，目

立大型計算機 M280H を用いて行なっており， CPU タ

イム・リミットを 180秒としている.ε=0 は最適解が得

られたことを表わしており， 0<εの欄に示されている例

ば ε=0 ではタイム・リミット・オーパーとなり最適解

を得ることができなかった(正確には，暫定解が最適解

である場合もあるので断定できなしつが精度 z の近似解

が求まったことを示している.表 1 を見ると全体の約75

%のケースにおいて最適解が求まり，その計算に要する

時間も平均して数秒のオーダーであることがわかる.ま

た全体の92%のケースにおいて最適解から 5%以下の誤

差で解が求まっており，許容誤差を 10% 以下とすると
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300 例すべてがこの範囲に含まれると L 、う優れた性能を

示している.またここで，このスケジューリング問題が

ti=1 (i=I ，"'， n) と固定しでも NP罰難であり，さらに

m=2 と固定しん= 1 or 2 としてもなおNP困難である

こと，またDPを使用した場合， m=2 と固定しでも n=

40程度で求解不能であった [9J ことを考え合わせると，

この結果がいかに優れたものか推察できょう.

5. むすび

本解説では，実行時間最小マルチプロセッサ・スケジ

ューリング問題に対する， DF/IHS 法と呼ぶ一種の分

校限定法の適用について述べた.分校限定法は，対象問

題の特徴を適切に押さえたヒューリスティックをうまく

取り入れ，計算時間および記憶領域を低く押さえるよう

なインプリメントを行なえば， NP困難な最適化問題に

対しても実用的な意味で最適解を求めることができる強

力な手法であることがおわかりいただけたと思う.ま

た， DF/IHS 法はここで述べた実行時間最小マルチプ

ロセッサ・スケジューリングだけでなく， トータノL加重

フロ一時間最小マルチプロセッサ・スケジューリング

等，他の目的関数のスケジューリング問題の求解にも有

効であることが確かめられている [10J.
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「研究レポート」の康稿募集

ORの実践をわかりやすい事例を中心に紹介して

ほしいという会員からの要望がある一方で， OR理

論の展開あるいほ手法の開発など学術的な研究報告

も忘れないでと L 、う注文も根強くあります.

本誌では「論文・研究レポート j と L 、う審査論文

欄を設けております. この論文・研究レポートて、は，

特に，経営の実践に役立つ理論研究，手法あるいは

システムの開発，概念フレームおよび方法論等を扱

った研究のこ寄稿を歓迎いたします.

投稿要領:学会原稿用紙36枚 (25字 x 12行)以内

(図表を含む)，投稿先は OR学会事務局OR誌

編集委員会宛. (OR誌編集委員会)
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